10.2.2 Derivace funkce v bode

Predpoklady: 100201

Davné vzpominky
Nejjednodussi typ funkce: linearni funkge= ax +b, hodnota parametainamiikd, jak
rychle funkce roste nebo klesé (jak sénirjeji hodnoty).

Pr. 1: Na obrazku jsoutlinearni funkce. Ktera z nich roste nejrychléfera nejpomaleji?
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- Nejrychleji roste funkcef, (jeji graf je nejstrsi), nejpomaleji funkcef, (jeji graf je
' nejpozvolrjsi).

Pedagogicka poznamkaSpatn&eeni vychazeji z toho, Ze funkég je na obrazku

(Umyslrg) nakreslena nejvyse. Pokud se tato chyba obgtElha diskuse, které
povede k tomu, Zeibec nezalezi na tom, jak vysoko je v danemdamjsaf funkce
umisgn, ale pouze na tom, jak strm&gra. Zanina hodnoty (vysSky grafy) a
zmeny (strmosti grafu) je velmiastym problémemipodhadovani derivaci.

Pr. 2: Nacrtni graf libovolné linearni funkce, ktera klesa.

. Graf funkce musi siitovat z levého horniho rohu do pravého dolniho.
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Pr. 3: Kterym ¢islem charakterizujeme mirtstu linearni funkce. Jak se tatislo paita,
pokud zname dva body grafu funkce?

Miru rastu linearni funkce charakterizuje hodnota parameetktera také udavégeg (¢ je

Uhel, ktery graf svira s kladnou poloosqu
' Hodnotua miZzeme vypgitat ze dvou bailgrafu, bul’ dosazenim do rovnicg =ax+b nebo

vzorcema=2Y = Y. 7%
I AX X, =X,
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Ur¢it, jak rychle funkce roste nebo klesa, neni udimé funkce nic&zkého. Zkusime, zda by
néco podobného Slo provést i u sl@@ich funkci, které nejsou linearni (linearni fuakc
situaci zjednoduSuje tim, Ze sémpaad stejnym zfisobem a jeji zena je v kazdém baed
stejna).

PF. 4:  Na obrazku je graf funkcg = f (x). Porovnej, jak rychle roste ve vyzemych
bodech. Jak velkotast grafu musi byt okolo kazdeho z baddét, aby byl giklad
resitelny.
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- Funkcey = f (x) roste nejrychleji v batl x, (graf je v @m nejstrngjsi), nejpomaleji v bogl

X, (graf je v m nejpozvolwjsi).
- K vyieSeni pikladu sta&i vidét libovolng maloucast grafu funkce v okoli bodu, ve kterém
. madme porovnat rychloststu.



Ve zbytku hodiny nebudeme rozliSovat, zda se hodhutkce z¥tSuji nebo zmensuji.
Budeme zkoumat oboji dohromady jako mikstu funkce v okoli libovolného bodx, .

Zkusime vypeitat miru fistu funkcey = f (x) v boct x,. Mira riistu zavisi na tom, jak se

zmenily hodnoty funkce= musime porovnavat hodnoty funkce na dvou mistechkvolime
si vedle bodux, dalSi bod aAx dal (tedyAx = 0) a vypa@teme, jak se zemila hodnota

funkce: z= f (x, +Ax) - f (x,) =Ay.
f(x)

Xo XotAx X

PF. 5: Jak z hodnotgisla z= f (x, +Ax) - f (x,) =Ay urtime, zda funkce roste nebo
klesa?

- Plati:
-+ z>0 = funkcef roste (protozef (x, +Ax) > f (x,), bod vice vpravo je vyse),
« z<0 = funkcef klesa (protozef (x,+Ax) < f (x,), bod vice vpravo je nize).

PF. 6: Najdi divody, pra &islo z= f (x, +Ax) - f (X,) =Ay neni spravnou
charakteristikou miryistu funkce v bodl x, .

- Velikost¢islaz zavisi na volb Ax. Cim w&tsi zvolimeAx, tim wtsi hodnotw ziskame (v
' naSem fipact), mira istu funkce v bodl x, je vSak ve vSechifpadech stejna.
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lxo+ax)

fxo) === -

Xo XotAxX

ﬂ Y2~
AX X, =X
problém s ufenim miry fistu nengli. PirepiSeme vzorec podle zfai, které jsme pouZiliip
vypoctu cislaz

Vratime se k vzorci pro vyget snérnice linearni funkcea = , kde jsme Zadny



¢ X=X
X, =X, +AX,
© %= E(00)=1(x%),
oy, =f(x%)="f(X+AX).
A Yooy P06 +MX) (%) _ F(x+ %)~ (X))
AX X, —X (X + %) = X, AX
Citatel se shoduje s nasim vyrazem pro misiu funkce (a je tedy zavisly na vélx),

vzorec navic obsahuje jmenovatet .
ResSi tato zréna problémy se zavislosti na vélhx ?

Minimalng casteéng ano: Ri volbg v&tsiho Ax ziskame i f (x, +Ax) - f (x,) =4y, ale

ziskané ¥tsi ¢islo dElime wtSim Ax, coz vysledek zase zmensi pouzijeme tento vzorec

f %+~ f(x) Ay
AX AX

jako vylepSenou verzi vztahu pro miiistu funkce v bodl x,: z=

VyfteSili jsme problémy se zavislosti na wolbx Uplne?

Pi. 7: Nakresli rtkolik obrazki nasi funkce siznou zvolenou velikosthx . Zavisi

hodnotaz = f (XO +AX)_ f (XO) :ﬂ na volkg Ax? Pr@?
AX AX

' Z]e stejrt jako parameta u linearni funkcetgg , kde ¢ je Uhel, ktery sviraigpona
' ¢erveného trojuhelniku se gnem osyx.
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Vv poslednim obrazku jsou nakreslenyésynvsechetyi preponcerveného trojuhelnikes

f(x, +Ax)-f

(XO A>)< (XO) % zavisi na vold Ax. Sklon grafu funkce se éni
! X
. a protoze se zémou Ax se néni druhy bod, ktery vyuzivame ke konstrukerveného

' trojuhelniku, néni se i hodnota zémy z.

hodnota zniny z=



- U linearni funkce tento problém nenastava, profei@raf ma ve vSech bodech stejnym
' sklon.

Pr. 8: Pro jakou volbuAx ziskame v pedchozim gikladu pgeesrgjsi vysledek?

 / Xo XotAX X

Cim mensi volimeAx tim vice snir preponycerveného trojihelnika shoduje sedsem
- grafu funkce v bod X, .

UZ chvili vime, Ze ndm k teni miry @stu funkce v libovolném misstai prozkoumat
libovolné malé okoli tohoto bodu. Navéém mensSiAx pouzivame, timigsrEjSi udaj o mie

(XO +AX)_ f (XO) -4y pro co nejmendAx = nejaesrjsi
AX AX

f (Xo"'AX)_ f (Xo) _
AX

o f
rastu ziskavame> z=

hodnotu ziskame, kdyZ sfteme Iimitu:lixmo

Problém?!
f (% +0x) = T ()
AX

Muzeme si dovolit vyrazlixmO vibec speitat? Jak mize nas pokus o

vypocet dopadnout?

* Sledujeme jmenovatel:dAme lixmoAx = ve jmenovateli zlomku se objevi nula a to
neni mozné.

* Sledujemeitatel: DélémelixmoAx, oba body grafu seriplizuji k sok = citatel
f (% +4x) - f (x,) = Ayse blizi k nule= u libovolné funkce v libovolném béd
vyjde vzdy nula a to @ité neni spravé

» Sledujeme zlomek jako celekgl@me limOAx, jak citatel tak jmenovatel se blizi
k nule = jako jejich pordr vSak stale rize vyjit rozumné&islo (uZ jsme u limit
takové situace zazili, limita nepopisuje to, calge presré v bodu x,, ale to kéemu
situace sréruje, kdyz se k bodw, nekoneéné priblizujeme).

Zkusime se na problém podivat z jiného uhlu.
Se zngnou funkce souvisi sémice t&ny grafu ¢im rychleji funkce roste, tim str$i je
tecna) = prozkoumame t@u grafu v bod x,.



Rovnice @imky prochazejici bodenxo[xo, yo] Y-, = k(x—xo) = pottebujeme ufit
smernici k v bodg X,[X,, Y| Nevime, jak ji najit fesré = zkusime ji utit piiblizné a pak
n&s odhad postuprzpiesnit.
Primku, ktera je fiblizné tecnou v bod Xo[xo, f (xo)] , hahradime fdmkou, ktera prochazi
bodem X, [ x,, f (x,)] a bodemX [ x, +Ax, f (x,+Ax) ] (neni gesnou tenou, ale dokazeme
urcit jeji rovnici, protoZze umime it jeji snernici).
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f(X0+AX) 1

(% +8¢) = 1 (x5) _ f (% +8%) - £ (x,)
Xy + AX— X, AX
jako pred okamzikem, kdyZ jsme se snazilkitimiru zneny funkce).

Smeérnice @imky k = (ziskali jsme stejny zlomek,

VVVVV

¢im menSi budé\x = stejre jako gred chvili se dostavame k limit
f -

im 008~ (%)

Dx-0 JAVS

Znamena to, Ze jsme &pv koncich?

Rozhod®i ne. Nevime, zda je mozné vyfadzmeénu funkce v bod zcela pesre néjakym

¢islem, ale vime, Ze graf funkce ma v Bog tectnu, Ze tato #na musi mit sernici a Ze tato

f (Xo"'AX)_ f (Xo)
AX

smeérnice je rozumneé realngdslo = limita Iimo nevede ani k jednomu
DX

z negknych vysledk, ale k rozumnému realnéndislu.

NasSe uvahy dovedeme do konce na konkrétrikigalu, u kterého znanieseni. Takovy
piiklad mame k dispozici diky fyzice.

f(x, +Ax)-f
(XO X) (XO) - Ly zname z fyziky ve tvaruA—S. | tady jsme stikali, Ze
AX AX At

Zlomek lim
Ax -0
vysledek% je pouze fibliznym odhadem okamzité rychlosti, ke kterémusdeme blizit

. - A vz
tim lépe,cim kratSiAt pouzijeme. Idealnimifpadem pak je IlmlteglmoKf:v (okamzita

rychlost vyjaduje znenu drahy \Kase, "je zalezitosti jediného konkrétniho okamzstejre
jako zména a téna jsou zalezitosti jediného bodu v grafu").



Zabyvat se budeme rovnémeé zrychlenym pohybem (pro jednoduchost s nulovotapsni
rychlosti).
Zname:

e pavodni funkci: zavislost drahy raase -y =%at2,

» odvozenou funkci, ktera popisuje &nu pivodni funkce Kase: zavislost okamzité
rychlosti natase -v=at.
Tedy zname nejen zadani, ale i vysledekmiZzeme uplatnit nase'‘@dchozi Uvahy a na
vysledku zkontrolovat, zda jsou spravne.

Dosadime do vypadu zmeny pavodni funkce (mista pouzivame klasické ozéenicasut):

1 2 1 2 1 2 2 1 2
Flt 4 - f (1 Za(t,+At)* - Za(t,) “a(t2+ 2 AL+ AP ) - Zat]
lim ( 0 ) ( 0) =lim 2 2 =lim 2 2
At-0 At At-0 At At-0 At
1 at? +—1a2t0At +Lany? —Eatg at At + Lang? At
lim 2—2 2 = lim 2 =lim (ato +—j = at, +0 =at,
At-0 At At-0 At At 0 2

Protoze jsme nekladli Zzadné podminky ohkedesut, , ve kterém jsme zému drahy
urc¢ovali, mizeme za, dosadit libovolné a ve vzorci mizeme psav =at .

Odvozeni dopadloipsre tak, jak jsme gekavali: Litmo%f =v=at = dokonale pesnym
vypoctem znény drahy rovnorérné zrychleného pohybuy =%at2 jsme ziskali funkci

A . L . , .. T
lim o3 =v=at, kterd udava pro libovolny okamzik vztah pro ok#@&m# rychlost tohoto

A0 At
F (% +0%) - f (%)
AX
piesnosti miru zeny (dale uz budemigkat pouze zrénu) funkce (pipadré smernici tecny

jejiho grafu) v bod X, .

pohybu=> naSe Uvahy byly spravné, vyriixmo uréuje s nekonéou

Shrnuti:

Chceme ¥dét, jakym zgisobem se #mi hodnoty funkcey = f (x) v bodt X,

By _ f(%+8%) - f(x)

AX AX

* presnost vypétu se bude ztSovat, kdyZz sé\x bude zmenSovat> nekonéné

f (6 +8%)~ f (%)
Ax

» priblizna hodnota zrimy

=derivace funkcef v bodé X, .

presny vysledekilxrpO

Definice:
Je dana funkcef definovana v jistém okoli bodux, . Existuje-li vlastni limita

f(x, +Ax)-f
lixmO (XO 2) (XO) nazyvame ji derivaci funkcef v bod¢ x, a znaime ji symbolem
- X
(%)



Derivovanim funkcef (x) ziskame funkcif'(x) jejiz hodnoty v kazdém bedx, udavaji:
« zmeénu pivodni funkce f (x) v bodk x,,
- smernici tezny grafu funkcef (x) v bodk x,.

Derivace je specialnimigpadem limity.

Derivovani funkci je matematickym nastrojem, ktenjoziuje zachytit jeden ze zakladnich
fyzikalnich vztali mezi veltinami (jedna veliina je ungérna znéng jiné veliiny) a proto byl
objev derivovani jednou z podminek velkého roz¥gpeky na konci sedmnactého stoleti.

udava zminu hodnot funkce v badx, .

Shrnuti: Derivace funkcelim f(X°+AX)_f(X0)
Ax-0 AX



